


ΜΕΛΕΤΗ ΤΟΥ ΕΚΚΡΕΜΟΥΣ.





�











	Σκοπός της άσκησης είναι η μελέτη διαφόρων ειδών ταλαντωτών. Με τη βοήθειά τους θα προσδιοριστούν διάφορα μεγέθη, όπως η επιτάχυνση της βαρύτητας.
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ΣΧΗΜΑ 1
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	Το απλό εκκρεμές αποτελείται απο ένα μικρό σώμα μαζας m που κρέμεται απο σταθερο σημειο Ο με νημα μηκους l.


	Αν απομακρύνουμε το νήμα από τη θέση ισορροπίας κατά γωνία θo και το αφήσουμε ελευθερο, τότε αυτό θα εκτελεί ταλαντώσεις μεταξύ του Β και του συμμετρικού του Β’. Το σώμα ,λοιπόν, κινείται σε τόξο ακτίνας l και πάνω του ασκούνται το βαρος του mg και η τάση του νήματος Τ. 


Η συνισταμένη δύναμη είναι :


�


FΤ = -mgsinθ








Η εξίσωση της εφαπτομενικής κίνησης είναι :





�FΤ = maΤ = ml�EMBED Equation.3���





Άρα:


�


 -mgsinθ = ml�EMBED Equation.3��� 


ή





�� �EMBED Equation.3���= -�EMBED Equation.3��� sinθ








Επειδή η γωνία είναι μικρή, θεωρούμε : sinθ�EMBED Equation.3��� θ και έχουμε:


�


� �EMBED Equation.3���= -�EMBED Equation.3���θ





Λύση της είναι ή :


�


�θ = θΟcos(ωt)





,όπου ω =�EMBED Equation.3���


Παίρνουμε, έτσι, την περίοδο Τ = 2π/ω  :





��Τ = 2π�EMBED Equation.3���





Όταν η θ δεν είναι μικρή, τοτε :


�


�Τ = 2�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���= 2�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3��� 





,όπου siny = �EMBED Equation.3��� και η λύση είναι η εξής:





�


��EMBED Equation.3���








�














ΣΧΗΜΑ 2
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	Φυσικό εκκρεμές, είναι ένα στέρεο σώμα, που μπορεί να ταλαντωνεται ελεύθερα γύρω από οριζόντιο άξονα.





Από το ΣΧΗΜΑ 2 βλέπουμε πως η z συνιστώσα της ροπης που εξασκείται στο σώμα είναι :


�


 TZ=mgbsinθ





,όπου b η απόσταση μεταξύ του άξονα zz’ και του κέντρου μάζας C.





Απο τη σχεση TZ = Ia , αν  a =�EMBED Equation.3��� , εχουμε :


�


I�EMBED Equation.3��� = -mgbsinθ





Επειδή η γωνία είναι μικρή, θεωρούμε : sinθ�EMBED Equation.3��� θ και έχουμε:


 


���EMBED Equation.3���+�EMBED Equation.3���θ = 0





�και :


�Τ = 2π�EMBED Equation.3���





Η ποσοτητα L = I/(mb) ονομάζεται ισοδύναμο μήκος του φυσικού εκκρεμούς.








�














ΣΧΗΜΑ 3
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	Το στροφικό εκκρεμές αποτελείται από σώμα το οποίο κρέμεται από σύρμα ή λεπτή ράβδο, με το σύρμα ή τη ράβδο στερεωμένα στο κέντρο μάζας (ΚΜ) του σώματος.


Όπως στο παραπάνω σχήμα, όταν το σώμα περιστρέφεται κατά γωνία θ από τη θέση ισορροπίας, τότε η ράβδος ασκεί στο σωμα ροπή στρεψης τ, που τείνει να το επαναφέρει στη θέση ισορροπίας του.


��


τ = -Cθ





�,όπου C ο συντελεστής στρέψης της ράβδου και εξαρτάται από το υλικό και τις διαστάσεις τους. Ισχύει :


� τ = Ia =I�EMBED Equation.3���





��Όμως, είναι   I�EMBED Equation.3���= -Cθ  (11) , επομένως,  �EMBED Equation.3���+�EMBED Equation.3��� θ = 0  (12) , και τελικά:


�


��EMBED Equation.3���+ω�EMBED Equation.3���θ = 0





�Άρα, το στροφικό εκκρεμές εκτελεί απλή αρμονική ταλάντωση με :


�ω = �EMBED Equation.3���


�


�Τ = 2π�EMBED Equation.3���





�
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Η ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΔΙΑΤΑΞΗ ΠΕΡΙΛΑΜΒΑΝΕΙ:





(α)  Απλό εκκρεμές με σφαίρα Σ πυκνώτητας ρ και νήμα που φέρει κόμπο Κ.





(β)  Αντιστρεπτό εκκρεμές μήκους L.





(γ)  Φυσικό εκκρεμές, που είναι δακτύλιος μάζας mδ και φέρει εγκοπή Ε για τη στήριξή του και έχει ακτίνες R1, R2.





(δ)  Χρονόμετρο χειρός, ακρίβειας 0.01s.





(ε)  Δοχείο με νερό (1g/cm3).





(στ)  Στροφικό εκκρεμές ροπής αδράνειας Ιδ.





(ζ)  Σώματα μάζας mi (i = 1, 1', 2, ...,4'), που τοποθετούνται σε απόσταση R από το ΚΜ του στροφικού εκκρεμούς.





(η)  Μετρικό κανόνα με ακρίβεια χιλιοστού.





     Οι γνωστές τιμές των μεγεθών είναι : ρ = 7.6gr/cm3, L = 0.75m, mδ = 48.08gr,


R1 = 4.85cm, R2 = 7.45cm, Iδ = 400kg.cm², m1 = 349.75gr, m1' = 358.67gr,


m2 = 344.78gr, m2' = 339.65gr, m3 = 348.27gr, m3' = 349.04gr, m4 = 348.69gr,


m4' = 358.14gr











�











	Επειδή δεν μπορούμε να εντοπίσουμε το κέντρο μάζας της σφαίρας, φτιάχνουμε ένα μικρό κόμπο κοντά στη σφαίρα ο οποίος απέχει y από το σημείο ανάρτησης και yΟ από το κέντρο μάζας της σφαίρας (βλέπε ΣΧΗΜΑ (α)).








Επομενως, θα εχουμε :


�


� y = gT²/4π² + yO 





, που παριστάνει ευθεία με κλίση Κ = g/4π²�EMBED Equation.3���


 











	Στο αντιστρεπτό εκκρεμές, αν αφήσουμε τη ράβδο να ταλαντωθεί γύρω από τον άξονα που απέχει α από το ΚΜ της, τότε, με βάση το θεώρημα Steiner, θα ισχύει:





�


�Τ = 2π�EMBED Equation.3��� = 2π�EMBED Equation.3���





, όπου IΟ η ροπή αδράνειας της ράβδου και L το ισοδύναμο μήκος.








�Αν πάρουμε τη ροπή αδράνειας ράβδου ίση με : IΟ =�EMBED Equation.3��� = m�EMBED Equation.3��� , προκύπτει η περίοδος:


� T = 2π�EMBED Equation.3���
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	Από το παραπάνω σχήμα, βλέπουμε πως όταν το α τείνει στο 0 ή στο άπειρο, τότε και η περίοδος Τ τείνει στο άπειρο. Επίσης, φαίνεται ότι για μια περιοχή 


τιμών έχουμε για δύο μηκη την ιδια περιοδο. Για την περιοχή αυτή έχουμε :


�


�Τ = 2π�EMBED Equation.3��� = �EMBED Equation.3���





που μας οδηγεί στην : α1α2 = αΟ²


Άρα :


� 


�L = �EMBED Equation.3���=a1 + a2











Τέλος :


Για τον υπολογισμό των σφαλμάτων και άλλων χρήσιμων μεγεθών, χρησιμοποιούνται, όπου αναφέρεται, 


- οι τύποι της στατιστικής:


απόλυτου σφάλματος μέσης τιμής


διάδοσης σφαλμάτων


η θεωρία ελαχίστων τετραγώνων.


- προσεγγιστικές μέθοδοι με υπολογιστή.














�








�

















Επιλέγοντας μια τιμή για το y, εκτρέπουμε ελαφρά τη σφαίρα (θ < 10°), ώστε αυτή να ταλαντωθεί. Μετράμε το χρόνο 20 ταλαντώσεων, ώστε να προκύψει με ακρίβεια η περίοδος Τ του εκκρεμούς. Επαναλαμβάνουμε για άλλα y και συμπληρώνουμε τον ΠΙΝΑΚΑ Ι :





ΠΙΝΑΚΑΣ Ι


�EMBED Excel.Sheet.8���





Με βάση τον ΠΙΝΑΚΑ Ι σχηματίζουμε την y = y(T²) (ΣΧΗΜΑ 5) που πρέπει να είναι της μορφής y = A + Bx, όπου Β = Κ η κλίση της ευθείας και Α = yΟ. Mε τη μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων βρίσκουμε πως:


� 


yO = Α = (-0.104 ± 0.005)m  





και  B = 0.2457 ± 0.0029          Άρα, επειδή g=4π²L/T²(και με τύπους διάδοσης) :


�


g = (9.70 ± 0.11)m/s²
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(ΝΑ ΕΚΤΥΠΩΘΕΙ ΤΟ ΣΧΗΜΑ ΑΠΟ ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟ ΑΡΧΕΙΟ EXCEL  ...A4.XLS)














Τα σφάλματα στο παραπάνω διάγραμμα είναι πολύ μικρά για να παρασταθούν.





Όπως βλέπουμε, η τιμή που προκύπτει από το πείραμα βρίσκεται πολύ κοντά στην τιμή της βιβλιογραφίας, σε σημείο που να μιλάμε για σχεδόν όμοια τιμή. Πάντως, η ακρίβεια του πειράματος περιορίζεται από ορισμένους παράγοντες :


Το χρονόμετρο που χρησιμοποιήθηκε ήταν χειροκίνητο, πράγμα που εισάγει σφάλμα αντίδρασης. Αποδεικνύεται, όμως ότι για 20 ταλαντώσεις το σφάλμα είναι αμελητέο.


Ασκούνται τριβές, έστω και μικρές, στο νήμα και τη σφαίρα.


Αν και δόθηκε μεγάλη προσοχή, η ταλάντωση της σφαίρας δεν ήταν ιδανική (δηλ. σε σταθερό επίπεδο, χωρίς περιστροφές κ.λ.π.)














�














Για μήκος l = y + yO = 59.4m, βυθίζω το απλό εκκρεμές σε δοχείο με νερό και μετράω, όπως πριν, το χρόνο 3 ταλαντώσεων. επαναλαμβάνω άλλες 5 φορές και βγάζω την περίοδο με το απόλυτο σφάλμα της (ΠΙΝΑΚΑΣ ΙΙ).





ΠΙΝΑΚΑΣ ΙΙ


�EMBED Excel.Sheet.8���








Mπορούμε να υπολογίσουμε και θεωρητικά την περίοδο, όπως κάναμε και στη θεωρία. Η διαφορά είναι ότι ασκείται επιπλέον η δύναμη της άνωσης. Έτσι, κατά τη διεύθυνση της κίνησης ισχύει :


�


FΧ = -mgsinθ + Asinθ = -(4/3)πR�EMBED Equation.3���gsinθ(dσφ - dυγ)





Επειδή η γωνία είναι μικρή, θεωρούμε : sinθ�EMBED Equation.3��� θ και έχουμε:


�


FΧ = -(4/3)πR�EMBED Equation.3���gθ(dσφ - dυγ)








�Και επειδή :


FΧ = ma = ml�EMBED Equation.3��� = dσφVσφl�EMBED Equation.3���





Οδηγούμαστε στη διαφορική εξίσωση : 


�


�EMBED Equation.3��� + �EMBED Equation.3���(1-dυγ/dσφ) = 0





Η λύση της είναι: 


�


θ = θΟcosωt





, όπου ω =�EMBED Equation.3���


Έτσι, βρίσκουμε τη θεωρητική τιμή της περιοδου Τθ :


�


Τθ = 2π�EMBED Equation.3���





Εφαρμόζοντας τον τύπο, προκύπτει : 


�


Τθ = 1.659 s





Παρατηρούμε ότι η πειραματική τιμή δε διαφέρει σημαντικά από τη θεωρητική, είναι, όμως, λίγο μεγαλύτερη. Αυτό δικαιολογείται από το γεγονός πως δε λάβαμε υπόψη μας την αντίσταση που προβάλλει το υγρό στην κίνηση της σφαίρας. Δε μιλάμε βέβαια για την άνωση, αλλά για δύναμη που εξαρτάται από το ιξώδες του υγρού. Για παράδειγμα, αν είχαμε, αντί για νερό, κάποιο παχύρευστο υγρό, ίσης πυκνώτητας, τότε θα είχαμε ακόμα μεγλύτερη περίοδο. Επίσης, οι παράγοντες που αναφέρθηκαν στο προηγούμενο πείραμα έχουν ενισχυθεί, αφού τώρα έχουμε λίγες ταλαντώσεις.














�














Από τον παρακάτω τύπο υπολογίζω τη ροπή αδράνειας ΙΟ' του εκκρεμούς, ως προς το σημείο ανάρτησης :


�


IΟ' = IΟ + mR1�EMBED Equation.3���= (1/2)M(R1�EMBED Equation.3���+ R2�EMBED Equation.3���) + MR1�EMBED Equation.3���=(M/2)(R2�EMBED Equation.3���+ 3R1�EMBED Equation.3���)











Εφαρμόζοντας τον τύπο, προκύπτει :





�


ΙΟ' = 3.03x10-4 kg.cm²








H περίοδος Τθ υπολογίζεται από τη σχέση (8), έτσι : 





�


Τθ = 0.7232 s





Χρονομετράμε 5 φορές από 20 ταλαντώσεις και προκύπτει η πειραματική τιμή της περιόδου με το σφάλμα της (ΠΙΝΑΚΑΣ ΙΙΙ).





ΠΙΝΑΚΑΣ ΙΙΙ


�EMBED Excel.Sheet.8���








Η πειραματική και η θεωρητική τιμή διαφέρουν ελάχιστα. Επειδή το σφάλμα της χρονομέτρησης ήταν πολύ μικρό, λόγω της μεθόδου που ακολουθήθηκε, επικεντρώνουμε την προσοχή μας στα εξής :


Η ταλάντωση δεν ήταν να πραγματοποιηθεί σε απόλυτα σταθερό επίπεδο.


Ο δακτύλιος δεν είναι ομοιογενής (π.χ. έχει εγκοπή) και πιθανόν να είναι εσφαλμένος ο υπολογισμός του ΙΟ'.





Από τον τύπο (20), υπολογίζουμε το ισοδύναμο μήκος L και προκύπτει :


�


L = 0.13 m








Επαναλαμβάνουμε το πείραμα 1 για το παραπάνω μήκος και έχω : 20Τ' = 14.55 s


άρα :


�


Τ' = 0.7275 s








Ούτε αυτή η τιμή διαφέρει σημαντικά από την Τ και στους λόγους της μικρής διαφοράς έχουμε αναφερθεί παραπάνω (πειράματα 1, 3).

















�

















Μετράμε 10 μικρές (θ < 4°) ταλαντώσεις στο αντιστρεπτό εκκρεμές. Επαναλαμβάνουμε για διάφορα σημεία στήριξης και με τα δεδομένα συμπληρώνουμε τον ΠΙΝΑΚΑ ΙV :








ΠΙΝΑΚΑΣ ΙV


�EMBED Excel.Sheet.8���








Στο ΣΧΗΜΑ 6 έχουμε τη γραφική παράσταση Τ = Τ(α). Τα σφάλματα είναι πολύ μικρά για να απεικονιστούν.





Με μπλε χρώμα απεικονίζεται η πειραματική καμπύλη.





Με κόκκινο χρώμα έχουμε μία προσεγγιστική καμπύλη του υπολογιστή.  


    Συγκεκριμένα, η καμπύλη που ταιριάζει με την πειραματική, έχει τύπο :


y = 4.10-6 x4 - 4.10-3 x3 + 0,0146x2 - 0,2313x + 2,7123








Επίσης, από τη γραφική παράσταση υπολογίζουμε το αΟ της ράβδου. Συγκεκριμένα, έχουμε :





�


αΟ = 21.5 cm
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(ΝΑ ΕΚΤΥΠΩΘΕΙ ΤΟ ΣΧΗΜΑ ΑΠΟ ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟ ΑΡΧΕΙΟ EXCEL  ...A4.XLS)














Aπό τον τύπο (20), υπολογίζω τα ισοδύναμα μήκη L, καθώς και το g από τον τύπο g = 4π²L/T². Προκύπτει ο ΠΙΝΑΚΑΣ V:








ΠΙΝΑΚΑΣ V


�EMBED Excel.Sheet.8���














Από όλες τις παραπάνω τιμές του g, βγάζουμε τη μέση τιμή και το σφάλμα της :








�


g = 9.77 ± 0.09 m/s²














Βλέπουμε ότι η τιμή της επιτάχυνσης της βαρύτητας πλησιάζει πολύ αυτή της βιβλιογραφίας, αν και η γραφική παράσταση δεν προέκυψε όσο καλή αναμενόταν. Αυτό συνέβη κυρίως επειδή η ράβδος ταλαντωνόταν (εκτός από μπρος - πίσω) και δεξιά - αριστερά, γεγονός που δεν ήταν δυνατό να εξαλειφθεί πλήρως.





 














�








Μετράμε 20 ταλαντώσεις του στροφικού εκκρεμούς. Επαναλαμβάνουμε άλλες 4 φορές και συμπληρώνουμε τον ΠΙΝΑΚΑ VI :








ΠΙΝΑΚΑΣ VI


�EMBED Excel.Sheet.8���











Από τον τύπο (15) και με διάδοση σφάλματος, προκύπτει :





�


C = 20359 ± 16 kg.cm²/s²











Επαναλαμβάνουμε το πείραμα, προσθέτωντας άλλες μάζες m1 - m4' :








ΠΙΝΑΚΑΣ VII


�EMBED Excel.Sheet.8���











Στο ΣΧΗΜΑ 7 σχεδιάζουμε την Τ = Τ(Ι) :




















ΣΧΗΜΑ 7
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Από το παραπάνω σχήμα, προκύπτει ότι η θεωρητικές και οι πειραματικές τιμές της περιόδου βρίσκονται πάρα πολύ κοντά.





Τα σφάλματα, λοιπόν, είναι αμελητέα, καθώς οι γραφικές παραστάσεις σχεδόν ταυτίζονται.











�




















	1) Δεν είναι ακριβές να πούμε πως το yO, που υπολογίσαμε, είναι η απόσταση του κόμπου από το κέντρο μάζας της σφαίρας. Αυτό θα συνέβαινε μόνο στην ιδανική περίπτωση που η μάζα του νήματος ήταν μηδενική. Ακριβέστερα, το yO είναι η απόσταση του κόμπου από το κέντρο μάζας του ταλαντούμενου συστήματος νήματος - σφαίρας.











	2) Αποδείξαμε πως η ταλάντωση είναι αυστηρά αρμονική. Όμως, για να το κάνουμε αυτό, στηρικτήκαμε σε μία παραδοχή (sinθ�EMBED Equation.3��� θ). Όπως όλες οι παραδοχές, αν και δεν επιφέρει μεγάλο σφάλμα στη μελέτη του φαινομένου, δεν μας επιτρέπει να παραδεχτούμε την απόλυτη ορθότητα της προσέγγισής μας. Συνεπώς, με απόλυτα κριτήρια, η ταλάντωση δεν είναι αυστηρά αρμονική.











	4) Αν και, λόγω έλλειψης χρόνου, δεν πραγματοποιήθηκε όπως θα έπρεπε το πείραμα, όμως, μετά από αρκετές αιωρήσεις, παρατηρήθηκε μικρή μεταβολή στην περίοδο του εκκρεμούς. Αυτή η μεταβολή μπορεί να προήλθε από τη μείωση της γωνίας ταλάντωσης. Πάντως, θεωρητικά, η ταλάντωση με απόσβεση έχει εκθετικά μειούμενο πλάτος και σταθερή περίοδο.











	5) Από την εξίσωση της περιόδου (πείραμα 2) προκύπτει:





dυγ = dσφ => Τ �EMBED Equation.3��� 





dυγ > dσφ =>  Τ    δ/υ





Από φυσικής απόψεως σημαίνουν :


Στην πρώτη περίπτωση, η περίοδος απειρίζεται, αφού το σώμα ισορροπεί σε οποιοδήποτε σημείο του υγρού.


Στη δεύτερη περίπτωση, δεν υπάρχει περίοδος, αφού η κίνηση δεν είναι ταλάντωση (το σώμα ανεβαίνει στην επιφάνεια).
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Φυσικό εκκρεμές.
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ΕΚΤΕΛΕΣΗ








ΠΕΙΡΑΜΑ 1 : Mελέτη του απλού εκκρεμούς.








ΠΕΙΡΑΜΑ 2 : Mελέτη απλού εκκρεμούς με απόσβεση.








ΠΕΙΡΑΜΑ 3 : Mελέτη του φυσικού εκκρεμούς.








ΠΕΙΡΑΜΑ 4 : Mελέτη του αντιστρεπτού εκκρεμούς.








ΠΕΙΡΑΜΑ 5 : Mελέτη του στροφικού εκκρεμούς.








ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΕΡΩΤΗΜΑΤΑ














